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对纤维复合材料弹性常数研究的评论 

5忆 7jL 

对 40多年的单向和正交双向纤维复合材料弹性常数的研究成果进行评论．较详细地介绍了纤维 

复合材料弹性常数的计算公式，对各计算公式进行分析，并与其他类似的计算公式进行了比较 最后 

给出一些简化的计算公式，可用于复合材料产品的设计和优化设计． 
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1 引言 
优化1鼋计 

自从纤维复合材料问世以来，人们对其弹性常数细观力学的理论估算极为重视，由于问 

题的复杂和困难性，虽经前人数十年的研究，但还未很好解决 [11．纤维复合材料的最大特点 

是性能的可设计性．这包括两方面 ：一是性能随组分材料性能和组分比而变化 ；二是性能随 

纤维方向和铺层次序而变化．纤维复合材料弹性常数细观力学是研究性能随组分材料性能和 

组分比的变化规律，文献 【2—9】主要研究单向纤维复合材料的弹性常数．这种材料的弹性常数 

有五个．若以L表示纵向，T表示横向，w表示厚度方向，则五个弹性常数为 EL ET，GLT． 

Ⅵr和 G W或 w．因为单向纤维复合材料可假设为宏观同性材料，所以GTw与 w符合 

GTW：ET／2(I+ w)根据细观分析，纤维排列不完全是规整均匀的，因此，ET与 Ew w与 

I,％VT不完全相同．从实用角度出发，单 向纤维复合材料是薄层状，是构成复合材料的单元， 

因此G w或VTW不重要．这样主要的是其余四个弹性常数．实际使用的复合材料往往是正交 

双向或多向的，在复合材料产品设计中，弹性常数可按层板理论得出，但有时计算较复杂． 

若弹性常数有简单的理论估算公式，就可简化复合材料产品设计，特别是简化优化设计的程 

序． 

2 单向纤维复合材料的弹性常数 

2．1纵向弹性常数 

文献 【2—9】介绍了五个计算 EL的理论公式 

a一般混合律公式 

b．蔡为仑的修正混合律公式 

EL： + 

EL= (毋1 +丑。 rm) 

式中 k为修正系数，由实验确定，一般为 0．9~1 1．为安全起见， 取 0．9~1．0． 

c．鲍尔用极值法得到的理论计算公式 

EL=(1一／3f一4vfb~LT+2 )ErVf(1一Vf一2 )一 

+(1一 ．叩一4VmVLT+2 亡T)(1一 ．m一2v )一 
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d．惠特尼 瑞莱同心圆柱模型的公式 

EL： 毋 4- +4( 1j— 1。 kmGm 

·【( 馏+Vmk )G 4-f2 k 】一 

式中 ： 【2(1一Ⅵ23～2％ Er2／Ef 】一 ； =Era[2(1一pm～2 )】 

2．3表示纤维径向；f表示纤维 ；m表示基体． 

(4) 

下标 l表示纤维轴 向 

e既包含纤维不连续的实际情况，又能适用于特殊使用环境的理论计算公式 

EL：日1Ⅵ(1一 )+ Ⅵ毋1+E _m (5) 

式 (4)与式 (1)相比，误差不到 0l％，可见式 (1)已很精确．式 (31因 未知，应用极不 

方便．另由YLT的误差会引起E 的误差，无实用价值，并且用PLT的可能达到的值计算，与 
式 (1)相比较，最大误差不到 lo％，这误差包括在式 (2)的 系数范围内．从实用出发，式 (2) 

较式 (1)更具有适用性．但不论从复合材料性能研究，还是从产品设计出发，式 (5)更合适， 

更科学．这公式的适用范围很广，可适用于常温、高低温、蠕变、化学腐蚀、以及各种环境 

下老化的拉伸弹性模量的计算． 

文献 【1叫对单向纤维增强复合材料的基体微裂纹及其影响进行研究．就基体裂纹极密 (裂 

纹间距 。一0)的极限情况 (即基体不起作用，仅留下纤维起作用)而言，若按式 (1)以 为0．5 

时计算，相差不到 5％(对于 GFRP)．或不到 l％(对于 BFRP)．由此可见，计及基体的裂纹远没 

有计及纤维的不连续 、不均匀、不平行来得重要．所以式 (5)既像式 (1)在常温常态一样很精 

确，又很符合纤维复合材料的实际情况，适合于高低温及其他状态下的估算，是较科学的较 

全面的理论计算公式． 

2、2纵横泊松比 

PLT与E 类似，只要在式 (1)，(2)中用Ⅵ 代替En， 代替 E 即可．鲍尔极值法的泊松 

比计算公式为 

PLT=【 n2(1一 一2 2)毋1Vf+ ，m(1一 12—2 12)E ，m】 

·【(1一b,m一2 )西 +(1一 一2嵋2)Em 】 (6) 

惠特尼一瑞莱同 L-圆柱模型弹性力学法的计算公式为 

ⅥT=【‰ +(,12f12一‰)Ⅵh2( 4-G )】 

·【( h2+ )Gm 4-kmkm)厂 (7) 

文献 『8】介绍的公式为 ： 

b'LT= (1一k)+卢 +‰ ，m(1一k) (8) 

式中k为纤维与基体未粘接或受力过程脱胶的面积占纤维表面积的百分比，口是与受力 
状况、脱胶区域状态等有关的常数． 

估算泊松比的典型公式共有七个，式 (6)和 (7)等都是计及纤维与基体的变形一致，比式 

(1)、(2)的更精确，但误差都不大．式 (7)的误差 <3％，式 (6)的误差相当于式 (2)的k修正系 

数，因此意义都不大．唯有式(8)能说明单向纤维复合材料在受力过程中纵横泊松比的本质． 
由于复合材料中纤维不完全与基体粘接，存有不步空隙及界面脱胶，因此在沿纤维方向受拉 

或受压时，其横向形变不一样，结果拉压的泊松比不一样．特别是在受力过程中泊松比不是 

常数，基体要开裂，界面要脱胶．对于用不同纤维增强的复合材料，由于纤维直径 、纤维束 

状态、纤维表面处理及成型工艺等的不同，界面状态和在受力过程中的纵横变形均不同，尤 

其对于硼纤维和碳纤维复合材料会引起泊松比随受力增大有较大的变化．主要现象是 r随 

纵向受拉增大而减小， 随纵向受压增大而增大，特别是当纵向压应变较大 (如 >1％)时， 

接近或超过0．5．对于交变载荷，若测试泊松比，则会 出现类似情况．这与阻尼增大是一致 

的，说明随着交变次数的增多，界面脱胶更严重．这种现象对于碳纤维复合材料更为突出， 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


第3期 周祝林：对纤维复合材料弹性常数研究的评论 l87 

这是因为树脂基体不易渗透到纤维束内，结果碳纤维束中有较多孔隙和纵向裂纹．玻璃纤维 

比较容易渗透树脂基体．在常温下，纵向拉伸时的泊松比比较符合 k 0时的一般混合律公式 
[8}

． 因此式 (8)是较精确又较全面的． 

2．3横向弹性模量 

横向弹性模量约为纵向的 1／3o~1／5，特别是对于高模量纤维复合材料，在层板理论计算 

中，横向模量远没有纵向模量重要．由于理论上分析横 向弹性模量较为复杂，各国学者对此 

研究特别多，计算模型五花八门，估算公式有几十个．计算方法有四种：材料力学法、弹性 
力学法、半经验法和有限元法．材料力学法有串联模型 (有三种估算公式)；回字模型 (有上下 

限，有两种估算公式) ：外方内圆模型 (有上下限，若外方采用矩形，计算公式更全面，更符 

合实验值)【 ．弹性力学法多数采用同心圆柱模型，用不同假设有不同的计算公式．除文献 

的两个公式外，还有更具有代表性、较多被文献引用的公式，如蔡为仑公式 I2]及下列公式 

ET=2k?(1一 w)[1+4b T／EL) 

k2= ( +Gm)+Gm(％ 一k) 

【( +G )一(‰ 一km)vdI1 

半经验公式除文献 [6]的式 (7)、(8)、(9)外，还有张汝光的简化公式 【“ 

ET=E (1+ )·【1一 ) 

(9a1 

f9b 

(10) 

作者经计算分析后认为，串联模型显然不合适．弹性力学法没有回字模型的计算公式更 

合适．材料力学法中的外方内圆模型的计算公式比回字型模型更合适．对于被一般文献认为 

与实验值很符合的式 (9)，经计算表明，计算结果与式 f11)的较一致．当 o 5时，式 (9)大 

于式 (11)，也大于实验值．总的来讲，式 (11)比式 (9)更符合实验值，除V，>0．7外．具体计算 
结果与实验值比较列于表 1为便于比较，外方内囱模型的计算公式列于下面(外方采用矩形 

模型) 

辟：{字一 +( ) 瓣 2 (Era -Era ) 

他_l【爱 筹r，2】 
=  

a -- r 

面 {警一丽 b 2Em 

血[堕  生  】)】 

上述一些计算公式经整理简化后得出下列形式 
粜隧 龄回字模型 的计 算癸 式．即等 席力法 r下限)为 

醇 = E 【1+订 (1一E ·E云 ) 】·【1一 (1一EmE )】一 

≈ (1+ )(1一 )一 

等应变法 (上限)为 

F’T= 1瑚(1一 )-。= 1瑚(1+ )(1一 ) 

蔡为仑经验公式 (当 ：0．5时)f ： 

= E 

(121 

(13) 

l  a b  
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注 ：括号内数值仅供参考，因为 Ⅵ=80％ 已超出式 (11)的适用范围，下同． 

可见，式 (14)与式 (10)完全一样．朱颐龄的回字模型上下限有与张氏简化公式类似的形 

式，它们的中间值接近张氏的计算结果．经计算表明，朱颐龄的外方内圆模型的中值更与张 
氏简化公式计算值一致．哈尔平一蔡半经验公式也有与张氏简化公式相似的形式．按式 (10)． 

(11)，(15)，(16)的计算结果列于表 2．由此可见，式 (15)比式 (10)，(11)更一致，式 (15)适用性更 

广．对于玻纤复合材料，式(10)的精度已足够高．对于硼纤复合材料，式 (16)与式 (15)的计 
算值很一致，比式 (1o)咯大，但误差很小．由于横向弹性模量远比纵向的小，若以较大比例 
1／5为例，当横向弹性模量的误差以20％计算时，正交双向复合材料弹性模量的误差为3．3％； 

若以 1／20为例，误差在 1％以内．由此可见，一般情况下，用式 (10)来估算单向纤维复合材 

料的模向弹性模量是可行的，可靠的．这样在计算层台板弹性常数就非常简单，而造成的误 

差极小． 

2．4纵横剪切横量 
纵横剪切模量的理论计算公式与横向弹性模量一样，较复杂，有十几个典型的计算公式， 

在此不赘述．对于外方内圆模型，只要用 研 2，G 分别代替式(11)中的E ，E 即可，在此要 

着重叙述一下的是，用同心圆柱模型的弹性力学解得的公式 

GLT：Gm【Gm(1一 )+Gf12(1+ )·【G (1+ )+Gn2(1一 )】一 (17) 
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经简化，并略去 G ／af 项后即得 

GbT=G (1+ )(1一 ) l18) 

即为张汝光的简化公式．可见，简化式也是有一定的理论根据 一般认为式 (17)计算值比实 

验值小，而式 08)比式 (17)略大，较接近实验值．用 Gm，G 代替式 (15)中 ， 后，同样 

可以得出GLT的计算式，一般文献认为E=1，而我们计算证明 =1 8较合适，有时E要取2～2 6 
才符合实验值．当f=l时，经简化即得式 (18)，当E=2时，经简化即得与式 (16)一样的公式 

GET=G (1+2W)(1一W) ll9) 

按式 (n)，(15)，0s)，(19)的计算结果与实验值 比较列于表 3．从表 中可看出，与式 (11)相 

比较，式 (15)取 扛 1 8时较一致．式 (18)也与式 (11)的 GFRP较一致．与实验值比较，式 (19) 

更符合．剪切模量与纤维束浸透树脂基体的程度有很大关系，对于某些碳纤维复合材料，由 

于纤维束未渗透树脂，实验值要比表3中的小．这时必须按式 (15)用不同 值来满足一 

表 3式(11)，(15)，(18)，(19)计算值及实验值比较 (GPa) 

注 ：式 (11)，{15)已用 Gn2，Gm代替 E控．Elm 

· 者为硼纤维复台材料的实珊值 

3 正交双向纤维复合材料的弹性常数 

纤维复合材料产品多数采用正交双向或多向层合板．层合板的弹性常数可由单向纤维复 

合材料的弹性常数按层板理论计算，也可用简化公式计算． 

3．1层板理论的计算公式 
由单向纤维复合材料的弹性常数计算出模量分量 

EL(1一 L)一 

Ew(1一~TVTL)一 

Q21= TET(1一~％TVTL) (20) 

VTLEL(1一 T L)一 

GLT 
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表 4 玻璃纤维复合材料正交层板的弹性常数 (GPa) 

Ⅵ(％) 10 20 30 33 40 50 60 了0 80 

E1=E2 ① 7 307 11 12 15．06 16 28 19 21 23 74 29 00 36．04 (40 94) 

@ 7 214 11 O3 14 98 16 20 1912 2363 28 70 34．91 44li} 

1：1 ③ 7 273 II 13 I5．10 16 34 19 28 23 80 28 88 35．12 44 23 

JJl2= l @ 0 200 0154 0．135 O132 0127 9127 0．133 0147 0176 

③ 0199 0153 0．134 0131 0．126 0126 0．132 0146 0175 

El @ 7 633 11．85 16 19 17．52 20．70 25 50 30．80 37 10 (46．031 

③ 7 696 11 95 16．32 17 66 20．85 25 68 30 99 37 28 45．90 

16：12 E2 @ 6 794 10 20 13．76 14 88 17．57 21 75 26．60 32 98 42．42 

③ 6 850 10．29 13．88 15．【】Il 17．7{] 2l 90 26．76 32 94 42．30 

l2 ②⑤ 0 210 0 165 0 146 0．i42 0 i37 0．137 0．142 0．156 0．183 

l @@ 0．189 0．144 0．125 0．122 0 118 0．117 0 124 0．139 0 169 

l ① 9 013 14 53 20．o9 21 78 25丁4 31．54 37．64 44 44 (53 99) 

@ 8 976 14 94 20．06 21．74 25 71 31 50 37 52 44．00 5l 66 

⑤ 9 026 14 58 20．18 21．88 25 86 15．66 37．69 44．16 51 75 

4：1 ① 5 602 7．708 10．19 10．77 12 68 15．94 20 37 27．64 (45．89) 

② 5 452 7．560 9 890 10．64 12 55 15．75 19．88 25．87 36 54 

③ 5 483 7．610 9 953 10．71 12 62 15．83 19 97 25．96 36．60 

l2 @ @ 0．263 0．224 0 203 0．199 0．193 0．189 0．191 0 198 0 212 

l @ ③ 0 161 0．117 0．101 0 098 0．095 0 095 0．101 0．117 0 150 

E1 ① 9．439 15 38 21 35 23．15 27．38 33．49 39 80 46．54 (55_II11 

② 9,416 15．36 21 33 23．13 27 36 33．47 39．73 46 27 (53．35) 

7：1 ③ 9 454 15．43 21 43 23．24 27 47 33．19 39 85 46 39 53．62 

b ① 5．176 6．855 8．760 9 397 11 04 13．99 18．21 25 54 (44．881 

② 5 012 6．694 8 619 9 260 10 91 13 78 17．68 23 61 34．65 

@ 5 032 6 726 8．659 9 303 10 96 13．83 17．73 23．67 34．69 

l'12 ②③ 0 287 0．253 0．233 0 229 0222 0 216 0．215 0 217 0 223 

l @③ 0．153 0 111 0．095 0 092 0．089 0．089 0 096 0．111 0．145 

然后按下式计算出正交层合板的面内刚度 

f All：QII?~L(?IL+72TJ +Q：2nr(nL+nL) i A 2 2 ： n L +
：

n T

q

)

。

--

。

1 q11nT‘nL nTr 

正交层香板的弹性常数为 

3．2简化公式 

= AlI—A}2A 
= A22一A}2A 
： Ai2A 

= AI2AIj 
A66： GLT 

f妻E1雾=ELnL(nL+ ； 

c211 

f221 

f231 

日 

，r_______J【l______L  
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式中E 按式 (1)或式 (5)，Er按式 (1o)或 (11) Ⅵr按式 (8)．Gi．a-按式 (19)计算 

表 5硼纤维复合材料正交层板的弹性常数 (GPa) 

Ⅵ(％) lO 20 3o 4O 50 6O 70 75 

E1=E2 ① 23 91 44 30 64 88 85 77 107 3 130 3 158．7 183．5 

③ 23 7l 44．03 64 48 8 13 106 2 127 7 150．4 162．7 

1：1 ④ 23 89 44．25 64 73 85 43 106 5 1281 150~．9 163．2 

n2 @ O060 0 0．38 0．031 0028 0 027 0．029 O032 0 036 

1 ② 0 060 O 038 0．031 0 028 0．027 0．029 0 032 0 036 

El ① 35．42 67．40 99 42 131．5 163 9 169．9 232．1 253．9 

@ 35．38 67 29 99 26 131 3 163．5 195．9 228．8 245．6 

@ 35．60 67 59 99．61 131 7 163 9 196．5 229．4 246 3 

4：l E2 ① l2．36 21 30 30．33 39．98 50 64 63．69 85 40 113 0 

@ l2．05 20 76 29．69 38．95 48 7j 59 48 72 08 79．78 

@ l2l3 20 85 29．80 39．08 48 89 59 65 72 28 80．00 

12 @ ⑤ 0．118 0．081 0 067 0．061 0．059 0．061 0 067 0 073 

1 @ ③ 0．IMl 0 025 0．020 0．018 0．018 0．019 0．021 0．024 

E1 ① 38 33 7317 108．10 143 0 178．1 213．6 250 4 271．5 

② 38 29 了3．1I 1079 142．9 l丁7．8 213．0 248．4 266 3 

⑤ 38 49 73．39 108．3 143．2 178．3 213．5 249 0 266 9 

7：1 E2 ① 9 477 15．43 21．70 28．53 36 48 47．03 67．o6 95 46 

② 9136 14．94 20 99 27 4l 34 4l 42．43 52．49 59 05 

⑤ 918,5 15．00 21．06 27 49 34．45 42．53 52 53 59l9 

n2 ②@ 0 156 0 112 0．094 0 086 0．084 0．086 0．092 0．098 

1 ②③ 0．038 0 023 0．018 0．017 0 016 0．017 0．020 0．022 

对具有代表性的玻纤复合材料和硼纤复合材料的计算结果列于表 4 5中．表中 “①”代表 

用式 (5)，(8)．(11)和 (23)的计算结果；“③”表示用式 (5)，(8)，(10)和 (23)的计算结果j ③ 

表示用式 (5)，(8)，(10)和 ‘22)的计算结果．计算时，基体性能取 E =3 5GPa =0 35；玻璃纤维 

En=El2=70GPa，№2=0．22；硼纤维 En=E =400GPa．％2=0．20．纤维比取 l：l 4：l-7：l，还计算了 

常用 0．2ram斜纹布增强的、纤维比为 16：12的玻纤复合材料．其中纤维体积含量 33％者相当 

于树脂含 50％ 

由表4,5可见，①，③，③三种计算方法的计算结果很一致，特别是②法与@法，即简化 

公式(23)与层板理论公式的计算结果非常一致．因此，在复合材料设计中完全可以用来计算 

横 向模量，对层板弹性常数的影响极 小 

实际使用的双 向或多向纤维复合材料，多数是用织物增强．对于这种织物增强复合材料， 

其主向弹性模量应计及纤维波纹度的影响 Ilz] 其计算公式应修正如下 

E1=k~ELnLfnL+nT)一 +kerETnT(-L+nT)一 

E2=kerETnL(nL+nT)一 + 儿EL T( L+nT)一 

式中 ．ker分别为径向纬向纤维波纹度对弹性性能的影响，在 0．9—1，0之间，与织物的 

编织方法、温湿度、受力状态及成型工艺等有关．与织物编织方法的关系如表6所示． 

对于正交双向复合材料的剪切模量，当层合板完全用单向纤维薄层正交叠合而成时，理 

论上 G 。=GL'r．但实际上，一方面纤维不完全是正交，有一定偏斜度，另一方面增强物多数 
是织物，经纬纤维不完全正交及不完全平直，因此层合板的剪切模量应有一个修正系数 。 

G12= GG GGm(1+2K)fl—K)一 (25) 
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式中 k。与织物的编织法、经纬纤维的偏离度、成型工艺 (特别是加压工艺)、基体的渗透程度 

等有关，一般在 0．85~1．10之间．若采用式 ( ) 则 kc=O 90—1 30 

表 6 km，krr与织物编织方法的关系 

4 结论 

从上述计算分析，可以得出下列结论： 

a．对于单向纤维复合材料的纵向弹性模量，式 (5)比式 (1)更全面，适用性更广，可以适 

用于常温、高低温、蠕变、化学腐蚀以及各种环境条件下老化的拉伸弹性模量的计算． 

b 对于单向纤维复合材料的纵横泊松比，式 (8)比普通混合律公式更能解释纤维复合材 

料在受力过程及不同环境条件下泊松 比变化的机理，是既可靠又全面的计算公式 

c 对于单向纤维复合材料的横向弹性模量，式 (u)比式 (9)更合理，更符合实测值．在 

进行层合板弹性常数计算时，可采用简化公式 (1o)，一般误差在 1％以内． 

d 对于单向纤维复合材料的纵横剪切模量，其精 确懈有如同式 (11)一样的计算公式，比 

弹性力学法的式 (17)更符合实测值．一般情况下，可采用简化公式 (191． 

e．对于正交纤维复合材料层合板，可以采用简化公式 (23)计算经纬向弹性模量、泊松比 

及剪切模量，与层板理论的计算结果很一致，误差在 1％以内．若计及用织物增强的实际情 

况，采用修正后的式 (24)、(25)更可靠，更合理． 

f．本文所介绍的式 (5)，(8)，(1O)，(19) (23)以及 (24)．(25)可用于复合材料产品设计及优化 

设计，采用更精确的计算公式 已无多大意义． 
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